Continuidade de Funcoes Complexas

Definicdo (Cauchy): Seja f: Dy C C — C. Diz-se que f é
continua no ponto z; € Dy se satisfaz a condigao

V=0 Jes0 1 2 € Be(%) M Df — f(z) S B5<f<20>)

Definigdo (Heine): Seja f: Dy C C — C. Diz-se que f é
continua no ponto z; € Dy se satisfaz a condigao

V{zn}cpf L Zp 7 R0 = f(zn> — f(Zo)

Teorema: As definicoes de continuidade a Heine e a Cauchy
s3ao equivalentes.




Proposicdo: Seja f : Dy C C — C dada por

f(z) = flx +1iy) = ulx,y) +iv(z,y).

Entdo, f € continua no ponto 2y = xg +1yy € Dy se e s6 se
u(x,y) e v(x,y) sdo continuas em (g, 7o) (no sentido de R?).

Proposicdao: Sejam f: D, CC—-C,g9g: D, CcC—=C
funcdes continuas no ponto zy € Dy N D,. Entdo, sdo
continuas em 2 as funcoes

e ftyg
e f-g
§ (g(z0) # 0).

Se h: D, C C — C é continua em f(zy) € D;, entdo
também é continua em z; a composta h o f.




Teorema: Seja f: Dy C C — C. Entdo, f é continua em
zy € Dy se, qualquer que seja a vizinhanga aberta A de f(2y),
existe uma vizinhanga aberta V., de zj tal que

f(vzome> C A

Mais geralmente, f é continua em todos os pontos do seu
dominio D se a pré-imagem f~!(A) de qualquer aberto A é a
interseccao dum aberto O com o dominio

f_1<A> =0nN Df.




Compacidade

Definicdo: Diz-se que um conjunto K é compacto se,
qualquer que seja a cobertura de K por abertos

K C U,A,,

é possivel reter apenas um numero finito desses abertos
Ay, Ao, ... Ay, que ainda cobrem K (diz-se uma
subcobertura finita)

K Cc U"A;.

Teorema (Heine-Borel): Um conjunto K C R" é compacto se
e so se € fechado e limitado. Isso é verdade em particular para
subconjuntos compactos de C, isométrico a R2.

Teorema: Um conjunto complexo K C C é compacto se e so
qualquer sucessdo {z,} de pontos em K tem uma subsucessio
convergente para um ponto de K.

Teorema: Se K C C é compactoe f: K CC —Cé
continua em todos os pontos de K, entdo f(K) é compacto.




Corolario (Teorema de Weierstrass): Se K C C é compacto e
f: K C C— R é continua em todos os pontos de K, entdo
f tem maximo e minimo.




